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序贡献分治

所谓“序贡献分治”，其实常说为“CDQ 分治”。这种分治与一般的分治不同的是，
它的不同元素之间有一个“序”，在合并的时候，一般只有左边的元素对右边的元素
产生贡献。
序贡献分治最常解决的问题是三维偏序问题，如果你把序贡献分治看作“分治解决
高维偏序”的算法，也没有很大的问题。
“序贡献分治”这个词是我造的，至于为什么要起一个新名字，以及为什么要起这个
名字，可能看这一部分最后的“闲话”。
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序贡献分治

我们先来看如何利用序贡献分治解决二维偏序问题。

二维偏序
给定 n 个二元组，对每一组 (xi, yi)，求满足 xj < xi, yj < yi 的 j 的个数（为了方便，
我们假定 x 两两不同）。

二维偏序有各种做法：排序 + 树状数组，树套树等，我们考虑用排序 + 分治的做
法。
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序贡献分治

首先去重，序贡献分治一般解决不了有重复元素的问题，除非重复元素之间不算贡
献。
我们按 x 从小到大为这些二元组排序。接下来我们考虑分治。
具体来说，对于 [l, r] 这个子问题，考虑合并时的贡献。
我们可以假定左右区间分别按 y 从小到大排序。这样，我们用双指针 i, j 分别指向 l
和 mid + 1，即两个区间的开头。

尽管这样破坏了 x 的顺序，但由于是在右区间内部的排序，所以对所有
i ∈ [l,mid], j ∈ [mid+1, r]，总有 xi < xj。第一维的限制已经被开始时的排序解决了，
所以只有左边会对右边做出贡献，而且这样做就可以保证保证第一维的限制。
所以，我们只需统计 yi < yj 的个数。这个用双指针扫一遍即可。
时间复杂度 O(n log n)
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例题 G

G - 【模板】三维偏序 / 陌上花开
有 n 个元素，第 i 个元素有 ai, bi, ci 三个属性，设 f(i) 表示满足 aj ≤ ai 且 bj ≤ bi

且 cj ≤ ci 且 j ≠ i 的 j 的数量。
对于所有 d ∈ [0,n)，求 f(i) = d 的数量。
n ≤ 105
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例题 G 题解

回顾二维偏序的各种做法，我们的各种策略有一个共同的思想——降维。
实现降维，我们有很多方式，最常见的是：排序、数据结构、分治。而这些东西可
以结合起来使用，每使用一个就会降维一维（当然排序只能使用一次）。

因此，我们先考虑排序，剩下的就是不能通过排序降维的二维偏序。容易想到两种
做法：树套树、分治 + 树状数组。
第一种很容易，考虑序贡献分治的做法。我们不妨对 a 分治，按 b 合并。这样，在
j 指针统计贡献时，左区间内被记入的贡献已经满足了 ai ≤ aj, bi ≤ bj。依然考虑双
指针。左指针 i 记入贡献时，在其上修改 ci 处的值；右指针 j 统计贡献时，在其上
查询 ≤ cj 的总和即可。
时间复杂度：O(n log2 n)
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数点问题

注意到 k 维偏序本质上是在处理 k 维的前缀查询。因此序贡献分治可以用于静态处
理高维数点问题。
具体地，偏序问题每个元素，既是一个修改，也是一个查询。意味着一个元素既可
以计入贡献，又可以统计贡献，取决于其所在的区间。而数点问题将查询独立出来
了，也就是说只有左区间的修改操作能计入贡献，右区间的查询操作能统计贡献。
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例题 H

H - 「DTOI-2」星之河
令 T 为一棵以 1 为根的有根树，节点集 V = {1, 2, . . . , n}。每个节点 v ∈ V 有两个
权值 rv, bv。对于每个节点 x，计算 ans(x) = |{y ∈ S(x) | ry ≤ rx 且by ≤ bx}|. 其中
S(x) = {y ∈ V | y ̸= x 且y 在x 的子树中}.
n ≤ 2× 105，rv, bv ∈ [−109, 109]。

将点用 DFS 序重新编号，这样“i 在 j 子树中”的条件就转化为
dfni ∈ [dfnj, dfnj + sizej − 1]。再加上 r, b 两个属性，就是三维数点。
时间复杂度 O(n log2 n)。
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例题 I

I - [USACO17FEB] Why Did the Cow Cross the Road III P
道路两侧各有一排田地，左侧田地编号 1 . . .N，右侧田地编号 1 . . .N（均从左到
右）。两侧的奶牛品种编号均为 1 . . .N 的排列（每个品种恰好出现一次）。将左侧每
头奶牛与右侧同品种的奶牛连线，共 N 条线。若两条线相交，则称它们为一个交叉
对。给定整数 K，称品种 a 与 b 友好当且仅当 |a− b| ≤ K，否则不友好。求所有不
友好的交叉对的数量。
N ≤ 105

http://www.

http://www.lamda.nju.edu.cn


例题 I 题解

令 ai 表示 i 在排列 A 中的位置，bi 同理。
容易看出，两个数 i, j 的连线相交当且仅当满足下列一个条件：
• ai > aj 且 bi < bj。

• ai < aj 且 bi > bj。

不难看出 (i, j) 和 (j, i) 其实是同一种情况。接下来我们就默认使用第二种。到这里，
我们很容易看出使用三维偏序来处理，前两维存入 x 在两个排列中的位置即可。
再来考虑 |a− b| > k 的情况。我们可以将 x 的值存为第三维，将满足前两维条件的
数用树状数组在 x 的位置插入 1。因为 |a− b| > k，所以对于 x 来说，[x− k, x + k]
之间的数是没有贡献的。简单容斥可得，其真正有贡献的区间为
[1, x− k) ∪ (x + k,m]。对于这个区间前缀和处理。
时间复杂度 O(n log2 n)。
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例题 J

J - [HEOI2016/TJOI2016] 序列
有一个长度为 n 的整数序列。每个位置 i 有一个初始值 ai，并给出若干种可能的变
化：第 x 项可以变成 y。同一时刻最多只有一个位置的值发生变化（即修改独立）。
请选出一个子序列，使得在原始序列以及所有可能的变化后的序列中，这个子序列
都是不降的。求该子序列的最长长度。
1 ≤ n,m ≤ 105

http://www.

http://www.lamda.nju.edu.cn


例题 J 题解

考虑怎样两个数在最后的序列里面可以相邻。
对每个位置 i，记 maxv[i] 为所有可能取值的最大值，minv[i] 为最小值。合法子序
列中相邻两项 j < i 必须满足：maxv[j] ≤ a[i] 且 a[j] ≤ minv[i]。考虑 DP，有：

dp[i] = max
j<i, maxv[j]≤a[i], a[j]≤minv[i]

{dp[j]}+ 1

可以看作三维偏序问题：第一维位置顺序，第二维 maxv[j] 与 a[i]，第三维 a[j] 与
minv[i]。具体处理分治的时候，考虑在树状数组中存 DP 值，询问的时候取 max 即
可。
时间复杂度 O(n log n)。
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闲话

“序贡献分治”这个词是我自己造的，主要是原来的名字没有对算法具体是什么做出
限制，人们对其本质的讨论似乎也没有什么结果，这导致多数博客在介绍“CDQ 分
治”时，经常将明明是分治的定义给予“CDQ 分治”。虽然讲述的内容大都是这个
思想的常见应用，但不免造成误会。很多博客甚至以为“将序列通过递归的方式分
给左右两个区间，每一个子问题只处理跨左右区间的贡献。”就是“CDQ 分治”，那
分治思想又是什么呢？

当然，“序贡献分治”这个名词也并不太好，而且我们实际上我们就没有一个关于
“CDQ 分治”和普通分治的界定，但它毕竟符合“在时间维度上做分治”的原始宽
泛定义，符合“只有一边对另一边产生贡献”的分治，而且竞赛中用到的“CDQ 分
治”多数解决的是高位偏序问题及解决这种问题的范式能优化的其他问题。这个名
词也可以有效区分 Part I 所讲的“序列分治”。总之堪堪够用。
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例题 K

K - 天天爱射击
n 个木板，平行于 x 轴，第 i 块木板区间为 [x1,i, x2,i]，耐久 si。子弹按时间顺序沿
y 轴方向射击，坐标 pj。子弹贯穿所有包含其 x 坐标且未破碎的木板，命中 si 次后
木板消失。需要输出每颗子弹射出后有多少木板首次破碎。
n ≤ 2× 105
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例题 K 题解

考虑只有一块木板，想知道它在第几颗子弹时破碎。它可以二分答案 mid：检查前
mid 颗子弹中落在 [x1, x2] 的数量是否达到 s。实现时将前 mid 颗子弹坐标插入树状
数组，查询区间和。若数量 ≥ s，则答案 ≤ mid；否则 > mid。最终求出的时刻 t 就
是破碎时间。

很多木板都需要二分，而且二分判定时都要查询前若干子弹的区间计数。单独处理
导致子弹被反复插入树状数组。整体二分的思路是：一次性对所有木板进行二分，
共享二分过程和数据结构。类似于分治，每次处理一个子弹时间区间 [L,R] 以及一
批答案落在此区间的木板，用中点的子弹统一判定并分治下去。
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例题 K 题解

具体的，考虑分治实现，假设已知集合 boards 是答案在 [L,R] 的木板集合。将时间
在 [L,mid] 的子弹插入树状数组。对每块木板查询其区间内的子弹数 cnt。若
cnt ≥ s，则该木板答案在 [L,mid]，归入左集合；否则答案在右集合，归入右集合。
之后分治处理。
一个细节是，如果一个木板归入右集合，要减去左边子弹的贡献，即 s← s− cnt。
这样以来，递归右集合的时候，我们只需考虑这段区间内的子弹即可。所以当开始
分治的时候，需要清空树状数组。
考虑时间复杂度，每个木板每层只会询问一次，所以树状数组询问次数为
O(n log n)；每个子弹每层只会插入 O(1) 次，所以插入次数为 O(n log n)（假设 n
和值域同阶）。总的复杂度 O(n log2 n)。
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单 log 的整体二分

考虑优化掉树状数组的 log。
我们将求解答案 suml,r 拆成前缀和，问题转化为如何快速地求所有需要的前缀和。
注意到，如果我们能实现每一层的时候，得到一个下标（x 值）有序的询问（前缀和
的）序列和下标有序的子弹序列，我们可以通过双指针，一边对子弹求前缀和，一
边记录下来询问的答案。我们无需在整个下标下跑前缀和，只需在有意义的点（有
询问/有子弹）计算即可。（类似离散化）这样，一个区间的复杂度是 O(���� + ����)。
整个复杂度 O(n log n)。
做到这个也不难。考虑一开始按照下标排序，然后分治的时候，遍历所有在这个时
间区间内的询问/修改，看它们的时间，分到两个子问题中，同时保证下标的顺序。
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例题 L

L - 可持久化线段树 2
如题，给定 n 个整数构成的序列 a，m 次询问，查询闭区间 [l, r] 内的第 k 小值。
1 ≤ n,m ≤ 2× 105

考虑可持久化线段树。考虑整体二分。对值域二分，假设二分的值为 mid，树状数
组维护 ≤ mid 的数的个数，之后就容易了。
时间复杂度 O((n + m) log2 n)。当然也可以一个 log。
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* 例题 M

M - 网络
给定一棵 n 个节点的树，节点编号 1, . . . , n。按时间顺序给出 m 个操作，操作类型
如下：

• 添加一个请求，其路径为树上 a 到 b 的简单路径，重要度为 v
• 删除第 t 个操作所添加的请求
• 询问当前所有未被删除的请求中，路径不包含节点 x 的那些请求的重要度的最
大值

1 ≤ n,m ≤ 2× 105。
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* 例题 M 题解

先考虑如何简单二分答案，如果某个询问点被所有大于当前答案的路径所经过，那
么答案小于等于当前答案，否则大于等于当前答案。
如何统计被经过的路径数量？考虑树上差分，设一条路径 x→ y，则 x, y 的差分数
组 +1，lca, falca 的差分数组 -1，数量就是其子树差分数组的和。
之后整体二分即可。
时间复杂度 O(n log2 n)。
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* 例题 N

N - WD 与地图
给定一张 n 个点 m 条边的有向图，每个点有一个点权，要求支持以下操作：
• 删掉一条之前存在的边。
• 更改一个点的点权。
• 询问某个点所在强连通分量内部前 k 大的点权之和。
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* 例题 N 题解

反转时间轴，转化为加边。问题化为维护强连通分量（SCC）。
若知每条边两端点同属一个 SCC 的时间，则按该时间排序，依次合并两端 SCC
（并查集维护）。每个 SCC 维护权值线段树存内部点权，加边时合并线段树，修改只
需单点更新。
求每条边合并时间：二分答案。设当前答案为 x，加入出现时间 ≤ x 的边，跑
Tarjan 判断两端是否在同一 SCC。改为整体二分：设当前答案区间 [l, r]，
mid = ⌊ l+r

2 ⌋，区间内边集 [a, b]。先加入出现时间 [0, l− 1] 的边，再遍历 [a, b]，加
入出现时间 ≤ mid 的边，得出现时间 ≤ mid 的图，跑 Tarjan。用可撤销并查集维
护 Tarjan 缩点结果，上一层已缩点形成“虚图”。处理完 [l, r] 后递归 [mid + 1, r]，
撤销后递归 [l,mid]。每条边处理 O(log n) 次，总复杂度 O(m log2 n)。
复杂度 O(m log2 n)�

http://www.

http://www.lamda.nju.edu.cn


目录

1 序贡献分治

2 整体二分

3 笛卡尔树

http://www.

http://www.lamda.nju.edu.cn


笛卡尔树

笛卡尔树是一种特殊的二叉树，其包含至少两个维度，一个维度满足二叉搜索树的
性质，另一个维度满足堆的性质。
常见的笛卡尔树（例如在序列上）下标满足二叉搜索树的性质，权值满足堆的性质，
也就是说：

• 对笛卡尔树进行中序遍历, 得到的序列就是原数列。
• 每个节点的子节点都比该节点要大/小

例如，下面就是一个笛卡尔树：
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笛卡尔树

。
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笛卡尔树的构造

考虑如何构造笛卡尔树。最直接的想法就是每次找出区间最值所在的位置。随便找
一个 RMQ 的算法可以做到 O(n log n)。

有一种线性建树的方法（以堆为小根堆为例）：我们考虑将元素按满足 BST 性质的
一维（下称 x 维）（一般是下标）升序依次插入到当前的笛卡尔树中。
对于一棵笛卡尔树，定义「右链」为从根节点开始一直走右儿子，走到叶节点形成
的链。则插入节点后，这个节点一定在右链上。因为是按照满足 BST 性质的 x 升
序插入，那么这个新插入的节点必然在树的最右端。这个节点不可能是一个左儿子，
也没有右儿子。
于是我们执行这样一个过程，从下往上比较右链节点与当前节点 u 的 v（第二维，
满足堆性质），如果找到了一个右链上的节点 y 满足 wy < wu，就把 u 接到 y 的右
儿子上，而 y 原本的右子树就变成 u 的左子树。
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笛卡尔树的构造

显然每个数最多进出右链一次（或者说每个点在右链中存在的是一段连续的时间）。
这个过程可以用一个栈维护，栈中维护当前笛卡尔树的右链上的节点。一个点不在
右链上了就把它弹掉。这样每个点最多进出一次，复杂度 O(n)。

Hint
插入的过程可以看作 BST 左旋使之满足堆的性质，然后加入一个新的节点。所以
最后建出来的树“同时满足”BST 和堆的性质。

以及很多时候用不着 O(n) 建树。
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笛卡尔树的构造

OI-wiki 上的图片非常清晰明了，因此借用过来便于理解：（图中红框部分就是我们
始终维护的右链）
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例题 O

O - 笛卡尔树
给定一个 1 ∼ n 的排列 p，构建其笛卡尔树。
即构建一棵二叉树，满足：

1. 每个节点的编号满足二叉搜索树的性质。
2. 节点 i 的权值为 pi，每个节点的权值满足小根堆的性质。

1 ≤ n ≤ 107。

模板题，没什么说的。
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例题 P

P - 树的序
二叉查找树的形态和键值的插入顺序密切相关。准确的讲：

1. 空树中加入一个键值 k，则变为只有一个结点的二叉查找树，此结点的键值即
为 k。

2. 在非空树中插入一个键值 k，若 k 小于其根的键值，则在其左子树中插入 k，
否则在其右子树中插入 k。

我们将一棵二叉查找树的键值插入序列称为树的生成序列，现给出一个生成序列，
求与其生成同样二叉查找树的所有生成序列中字典序最小的那个，其中，字典序关
系是指对两个长度同为 n 的生成序列，先比较第一个插入键值，再比较第二个，依
此类推。1 ≤ n�105。
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例题 P 题解

考虑建出这个搜索树。然后从根节点开始重新建树。注意到接下来可以加进来的点
就是与已经重建好的点相邻的所有点，找到最小的即可。朴素建树的复杂度是
O(n2)，可以用 ST 表或者其他什么技巧做到 O(n log n)。

另解：考虑从笛卡尔树的角度思考。注意到插入顺序在后的一定是插入顺序在前的
点的子节点，所以插入顺序满足堆性质。BST本身满足 BST的性质，所以可以看出
是笛卡尔树。键出这样的笛卡尔树，实际上就键出了原来的 BST，剩下的就同上了。
排序瓶颈，时间复杂度 O(n log n)。
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例题 Q

Q - Recursive Queries
有一个长度为 n 的排列 p1, p2, . . . , pn，还有 q 次询问，每次询问一段区间 [li, ri]，
你需要计算出 f(li, ri)。
定义 ml,r 表示 pl, pl+1, . . . , pr 这一段数列的最大值的出现位置，则

f(l, r) =

(r− l + 1) + f(l,ml,r − 1) + f(ml,r + 1, r) if l <= r

0 else

n, q ≤ 106
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例题 Q 题解

注意到把区间的贡献算到单点上，就是求对 [l, r] 的元素建出笛卡尔树，求每个节点
的 dep/size 之和：
对于一个区间 [l, r]，它的笛卡尔树可以通过前缀 [1, r] 的笛卡尔树得到。求出 [l, r]
最大值位置 p 后，p 显然是 [l, r] 笛卡尔树的根。由于一个子树对应的下标连续，因
此 [p + 1, r] 对答案的贡献可以通过求它们在 [1, r] 的笛卡尔树上的 dep 之和减去
depp × (r− p) 得到，即 p 的右子树一定是 [p + 1, r] 的笛卡尔树。
求区间最大值可以在单调栈维护的笛卡尔树的右键上二分。
整理一下，在加入节点时我们需要支持区间修改：不断弹出小于当前值的栈顶直到
大于当前值，设其下标为 p，那么 p 的右子树对应的下标 [p + 1, r] 的深度加上 1。
查询时需要区间查询。BIT 即可，时间复杂度 O((n + q) log n)。
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* 例题 Q

Q - Removing Blocks
有 N 个方块从左到右排成一排，编号为 1 到 N。每个方块都有一个权重，第 i 个方
块的权重为 Ai。Snuke 将对这些方块执行 N 次如下操作：
每次选择一个尚未被移除的方块并将其移除。该操作的代价是与被移除方块相连的
所有方块的权重之和（包括其本身）。这里，若两个方块 x 和 y（x ≤ y）之间的所有
方块 z（x ≤ z ≤ y）都尚未被移除，则称 x 和 y 是相连的。
Snuke 可以以 N! 种不同的顺序移除这些方块。请你对所有这 N! 种移除顺序，计算
每种顺序下所有操作的总代价，并求出这些总代价之和。由于答案可能非常大，请
对 109 + 7 取模后输出。
1 ≤ N ≤ 105
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* 例题 Q 题解

考虑每个点对答案的贡献：如果按照删除时间为值建出笛卡尔树，那么一个点的贡
献应为其在笛卡尔树上的深度。
这类统计 sum 的计数题可以转化成方案数 × 答案的期望，前者是 n!，而后者根据
期望的线性性，可以被拆为 )

∑
ai × E(di) 再进一步拆为∑

ai ×
∑

u̸=i E
(
[u is the ancestor of i]

)
. 考虑 u 成为 i 的祖先的概率（不妨设 u < i，

反之同理），这意味着如果只看下标 u ∼ i，那么 u 是第一个被删去的，因此其余所
有数被删去的顺序对答案没有影响，而在所有 (i− u + 1)! 种删去 u ∼ i 的排列中，
只有 (i− u)! 种是合法的（即 u 排在第一个），因此期望加上 1

i−u+1 . 考虑枚举每个
成为 i 的祖先的下标 u，那么 E =

∑
ai ×

∑
u

1
|i−u+1| .

预处理 1
i 关于 i 的前缀和即可做到 O(n)。
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例题 R

R - Subsequence
Alice 有一个长度为 n 的整数序列 a，所有元素都是不同的。她将选择一个长度为
m 的 a 的子序列，并将一个子序列 ab1, ab2, ..., abm 的价值定义为

m∑
i=1

(m · abi)−
m∑

i=1

m∑
j=1

f(min(bi, bj),max(bi, bj))

其中 f(i, j) 表示 min(ai, ai+1, ..., aj)。
Alice 希望你能帮助她将她所选择的子序列的价值最大化。
m ≤ n ≤ 4000。

http://www.

http://www.lamda.nju.edu.cn


例题 R 题解

我们建出笛卡尔树，然后是裸的树形背包。设 fi,j 表示在 i 的子树内选了 j 个点的最
大值，若不选 i 则有：

fi,j =
jmax

k=0
fi,k + fr,j−k − j× k× vi

选 i 则有：

fi,j =
j−1max
k=0

fi,k + fr,j−k−1 − (j× k + 2j− 1−m)× vi

时间复杂度 O(n2)。
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“四毛子算法”

笛卡尔树还有一个应用，即 O(n)−O(1) RMQ（区间最值）。
大概的思想是首先对序列建出笛卡尔树，则问题转化为求两个点的树上 LCA。不难
看出求得笛卡尔树的欧拉序后，这是一个 ±1 RMQ 问题，可以使用分块的思想在
O(n)−O(1) 的时间内解决：
具体地，取块长 B =

⌊
log2 n

2

⌋
，将整个序列分成

⌈ n
B
⌉
个块，对于整块之间的 RMQ

可以 ST 表 O
( n

B log n
B
)
= O(n) 预处理。

而对于块内任意子区间的 RMQ，注意到本质不同的序列只有 2B =
√

n 个（差分数
组只有 +1 或 −1），因此可以对于这

√
n 个序列分别 O(B) 预处理：为什么不是

O(B2) 预处理？实际上如果你要求块 [li, ri] 内区间 [l, r] 最大值，那么左边没有值的
位置 (p ∈ [li, l]) 可视作 +1，右边没有值的位置 (p ∈ (r, ri]) 可视作 −1。
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